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کنید. مطرح کوئرا سامانه در را تمرین این درمورد خود پرسش های .١

جداگانه به صورت عملͬ و تئوری تمارین برای مقدار این کنید. استفاده تاخیر روز ١۶ از ͬ توانید م نیم سال طول در مجموع در شما تاخیر: با ارسال سیاست .٢
ͬ شوند. م گرد بالا به و شده محاسبه ساعت مقیاس با تاخیرها ͬ شود. م حساب

مشورت یͷ دیͽر با کلͬ ایده ی آوردن به دست یا و ابهام رفع برای تمارین حل در ͬ توانند م دانشجویان تمارین: کردن حل در دانشجویان مشارکت سیاست .٣
آوردن به دست اما شود. یادگیری تقویت موجب ͬ تواند م گروهͬ کار و هم فکری که چرا ͬ باشد؛ م درس ارائه ی تیم تشویق و تایید مورد کار این کنند. همفکری و
ذکر را کردید همفکری آن ها با که افرادی نام خود ارسالͬ پاسخ های انتهای در حتما شود. انجام دانشجو خود توسط تماما باید پاسخ نگارش و راه حل جزئیات

کنید.

١



١۴٠٣ اردیبهشت ٢٠ تحویل: تاریخ نمره) ١٠٠) سوالات

نمره) ٢٠) ١ پرسش
کنید: ثابت الف)

Nullity{ABC} ≤ Nullity{A}+Nullity{B}+Nullity{C}

کنید: ثابت ب)

Rank{ABC} ≤ min{Rank{A}, Rank{B}, Rank{C}}

کنید: ثابت ABC = ٠ فرض با پ)

Rank{CBA} ≤ ⌊٢n
٣
⌋

هستند: هم ارز زیر عبارات کنید ثابت باشد، n در n ماتریس ͷی A اگر ت)

N(A) = N(A٢)

R(A) = R(A٢)

R(A) ∩N(A) = {٠}

پاسخ

الف)
است: زیر عبارت دادن نشان ما هدف برسیم. سوال خواسته به میتوانیم زیر، عبارت اثبات دوبار با

dim(ker(AB)) ≤ dim(ker(A)) + dim(ker(B))

که: کنیم استنباط میتوانیم Rank-Nullity قضیه از استفاده با

Rank(AB) ≥ Rank(A) + Rank(B)− n

B = {β١, ..., βn} باشند: Bکرنل برای پایه ͷی کنید فرض کنیم. آنالیز را اثبات حال

دهیم: گسترش بردارهایی، کردن اضافه با را آن میتوانیم حال

adding(α١, ..., αs) ⇔ for basis(ker(AB))

هستند: خطͬ مستقل زیر بردارهای دهیم نشان میخواهیم حال

{B(a١), . . . , B(as)}

کنید: فرض
n∑

i=r+١
γiB(ai) = ٠

داریم: است، خطͬ B چون

B

(
n∑

i=r+١
γiai

)
= ٠

دارد. تعلق ker(B) به پرانتز داخل عبارت پس
باشند. صفر با برابر γi همه باید پس هستند، مستقل ͬͽهم {β١, ..., βn} چون

رو: این از
dim(ker(A)) ≥ n− r

نتیجه: در و
dim(kerA) + dim(kerB) ≥ dim(ker(AB))

ب)
که: دهیم نشان ͬ خواهیم م ما باشند. ماتریس سه C و ،B ،A کنید فرض

Rank(ABC) ≤ min{Rank(A),Rank(B),Rank(C)}

٢



است: AB ستونͬ فضای از زیرفضایی ͬ شود، م داده نشان C(ABC) با که ،ABC ستونͬ فضای که داریم توجه ابتدا،

C(ABC) ⊆ C(AB)

داریم: است، A ستونͬ فضای از زیرفضایی خود AB ستونͬ فضای که آنجا از

C(AB) ⊆ C(A)

بنابراین:
C(ABC) ⊆ C(A)

که: معناست بدان این و
Rank(ABC) ≤ Rank(A)

که: داد نشان ͬ توان م مشابه، طور به
C(ABC) ⊆ C(BC) ⊆ C(B)

به: منجر که
Rank(ABC) ≤ Rank(B)

همچنین: و
C(ABC) ⊆ C(C)

به: منجر که
Rank(ABC) ≤ Rank(C)

که: بͽیریم نتیجه ͬ توانیم م نابرابری، سه این از

Rank(ABC) ≤ min{Rank(A),Rank(B),Rank(C)}

باشد. تشͺیل دهنده ماتریس های رتبه های کمترین از بیشتر ͬ تواند نم ماتریس سه حاصلضرب رتبه ی که ͬ دهد م نشان اثبات این
پ)

که کنید توجه ابتدا
dim(ker(ABC)) ≤ dim(ker(A)) + dim(ker(B)) + dim(ker(C)),

با: است برابر حداقل کرنل سه از ͬͺی حداقل n⌉پس
٣

⌉
: که باشید داشته توجه همچنین

Rank(CBA) ≤ min{Rank(C),Rank(B),Rank(A)}

گرفت نتیجه ͬ توان م بنابراین

Rank(CBA) ≤ n−
⌈n

٣

⌉
=

⌊
٢n
٣

⌋
ت)

هستند: برقرار همیشه زیر عبارت دو
N(A) ⊆ N(A٢) و R(A٢) ⊆ R(A)

داریم: زیر شیوه به پس

N(A) = N(A٢) ⇒ dimN(A) = dimN(A٢)

⇔ n− Rank(A) = n− Rank(A٢)

⇔ Rank(A) = Rank(A٢)

⇔ R(A) = R(A٢).

داریم: همچنین

Rank(A٢) = Rank(A)− dim(R(A) ∩N(A))

داریم: قبل اثبات طبق و

R(A٢) = R(A) ⇔ Rank(A٢) = Rank(A) ⇔ dim(R(A) ∩N(A)) = ٠.

٣



نمره) ٢٠) ٢ پرسش
کنید ثابت نباشد، Null φ در u ∈ V اینکه فرض با .φ ̸= ٠ و φ ∈ L(V,F) کنید فرض الف)

V = Null φ⊕ {au : a ∈ F}.

باشد. A ̸= ٠ شرط با n در m ماتریس ͷی A کنید فرض ب)
و j = ١, . . . ,m هر برای Aj,k = cjdk طوری که به (d١, . . . , dn) ∈ Fn و (c١, . . . , cm) ∈ Fm اگر تنها و اگر است ١ برابر A رنک کنید ثابت

باشد. برقرار k = ١, . . . , n هر
پاسخ

الف)
است. صفر بردار تنها A = {au : a ∈ F} و Null(ϕ) اشتراک که ͬ کنیم م ثابت ابتدا

v ∈ V, v ∈ Null(ϕ) ∩A

داریم: نتیجه در
ϕ(v) = aϕ(u), ϕ(v) = ٠

v = ٠ یعنͬ a = ٠ ͬ دهد: م نتیجه که
ͬ کنیم: م ثابت را دوم قسمت حال

x ∈ V, ϕ(x) = β

وضوح به که β = ٠ اگر
x ∈ direct_sum

داریم: اینصورت غیر در

ϕ(
β

ϕ(u)
u) = β

بنویسیم: زیر فرم به را x ͬ توانیم م دید ͬ توان م سادگͬ به که

x = (
β

ϕ(u)
)u+ v

ͬ شود. م اثبات حͺم بنابراین و است v ∈ Null(ϕ) وضوح به که

اول: طرف ب)

∀j, k : Aj,k = cjdk

A ̸= ٠ −→ rank(A) ≥ ١

rowi(A) = (
ci
cj
) ∗ rowj(A)

نتیجه: در هستند خطͬ وابسته A از دوسطری هر بنابراین،
rank(A) ≤ ١

rank(A) = ١ که: ͬ شود م نتیجه نهایت در که
دوم: طرف

rank(A) = ١
کافͬ کنیم. ارایه را dj و ci های دنباله است کافͬ حال ͬ نامیم. م ti,j را j سطر به i سطر نسبت حال هستند. خطͬ وابسته A از سطر دو هر گزاره، این طبق

باشیم: داشته که است
(c١, c٢, ..., cm) = (١, t٢,١, t٣,١, ..., tm,١)

و
(d١, d٢, ..., dn) = (a١,١, a١,٢, ..., a١,n)

Aj,k = cjdk که کرد پیدا dj و ci های دنباله ͬ توان م باشد، rank(A) = ١ که زمانͬ بنابراین

۴



نمره) ٢۵) ٣ پرسش
بیابید. را β = {٢x٢ + ٣x+ ١, ٢x٢ + ٢x+ ١,−x٢ − ٢} به α = {x٢ + x+ ١, x٢ + ١, x− ١} پایه از P پایه تبدیل ماتریس الف)

کنید. استفاده α به β پایه تبدیل ماتریس محاسبه ی برای الف بخش نتیجه ی از ب)

است؟ چقدر α به نسبت مختصات این است. β پایه به نسبت

١
٢
٣

مختصات دارای p(x) ٢ درجه جمله ای چند تابع کنید فرض ج)

پاسخ

ͬ کنیم: م محاسبه است. [I]αβ ماتریس تعریف طبق P ماتریس ابجد

٢x٢ + ٣x+ ١ = ٢(x٢ + x+ ١) + (x− ١)
٢x٢ + ٢x+ ١ = (x٢ + x+ ١) + (x٢ + ١) + (x− ١)

−x٢ − ٢ = −(x٢ + x+ ١) + (x− ١)

پس:

P = [I]αβ =

٢ ١ −١
٠ ١ ٠
١ ١ ١


ͬ آید. م دست به زیر صورت به است، [I]βα تعریف طبق که α به β از پایه تبدیل ماتریس پس

[I]βα = ([I]αβ)
−١ =

 ١/٣ −٢/٣ ١/٣
٠ ١ ٠

−١/٣ −١/٣ ٢/٣



هست: α به نسبت آن مختصات باشد، داشته

١
٢
٣

مختصات β پایه به نسبت p(x) چندجمله ای تابع اگر

[p(x)]α = [I]αβ

١
٢
٣

 =

٢ ١ −١
٠ ١ ٠
١ ١ ١

 =

١
٢
۶



اگر تنها و اگر است برابر T٢ رنج با T١ رنج کنید ثابت T١, T٢ ∈ L(V,W ) باشیم داشته و باشد داشته محدودی ابعاد V کنید فرض نمره) ١۵) ۴ پرسش
T١ = T٢S که به گونه ای باشد داشته وجود S ∈ L(V ) معکوس پذیر عملͽر

پاسخ

را مجموعه این ͬ توانیم م است. nullT١ برای پایه مجموعه ͷی u١, . . . , um کنید فرض صورت این در .rangeT١ = rangeT٢ ͬ کنیم م فرض
و است span{T١w١, . . . , T١wn} همان range T١ صورت این در باشد. V برای پایه ای u١, . . . , um, w١, . . . , wn جدید مجموعه تا دهیم گسترش

است. خطͬ مستقل مجموعه ͷی {T١w١, . . . , T١wn}
{T١w١, . . . , T١wn} که اگر .i = ١, . . . , n ازای به T١wi = T٢wn که طوری به v١, . . . , vn ∈ V دارد وجود rangeT١ = rangeT٢ که آنجایی از
،rangeT١ = rangeT٢ که هنگامͬ که باشید داشته توجه هستند. خطͬ مستقل v١, . . . , vn ∈ V بردار های که گرفت نتیجه ͬ توان م باشد، خطͬ مستقل
پایه مجموعه ͷی ξ١, . . . , ξm, v١, . . . , vn بنابراین باشد. null T٢ برای پایه مجموعه ͷی ξ١, . . . , ξm کنید فرض است. برابر null T٢ و null T١ بعد

داریم: این بنابر ،Swj = vj و Sui = ξi که ͬ کنیم م تعریف شͺلͬ به را S ∈ L(V ) خطͬ تبدیل حال است. V برای

T١wj = T٢vj = T٢Swj for j = ١, . . . , n
T١ui = ٠ = T٢ξi = T٢Sui for i = ١, . . . ,m

داشته S ∈ L(V ) وارون پذیر خطͬ تابع ͷی اگر است. وارون پذیر نتیجه در و پوشا خطͬ تبدیل ͷی S آن بر علاوه یͺتایی. قضیه ی طبق T١ = T٢S بنابراین
داریم: µ ∈ V هر ازای به ،T١ = T٢S که طوری به باشیم

T١µ = T٢Sµ ∈ range T٢

.range T٢ ⊆ range T١ که بͽیریم نتیجه ͬ توانیم م مشابه طور به .T٢ = T١S
−١ است، وارون پذیر S که آنجایی از .range T١ ⊆ range T٢ بنابراین

.range T١ = range T٢ بنابراین

۵



کنید فرض نمره) ٢٠) ۵ پرسش

B =

−١ ١ −١
٠ −١ ٠
١ ٢ −٢


باشد؟ برقرار زیر برابری که به گونه ای دارد وجود صحیح درایه های با A ماتریس آیا

A٢ = AB + ٢I

پاسخ

است. پذیر وارون A ماتریس ͬ دهیم م نشان ابتدا

A٢ = AB + ٢I ⇒ A
(A−B)

٢
=

(A−B)

٢
A = I

ͬ آید: م به دست شده داده معادله در راست و چپ از A−١ کردن ضرب با حال .a−١ = (A−B)
٢ بنابراین

{
A = ABA−١ + ٢A−١

A = B + ٢A−١ ⇒ ABA−١ ⇒ AB = BA

داریم: B و A بودن جابه جایی پذیر به باتوجه

(٢A−B)٢ = ۴A٢ +B٢ = B٢ + ٨I =

 ٨ −۴ ٣
٠ ٩ ٠
−٣ −۵ −٢


باشیم: داشته کنید فرض X٢.X = X.X٢ = X٣ داریم طرفͬ از X = ٢A−B کنید فرض

X =

a b c
d e f
g h i


بنابراین:

X٢.X =

 ٨a− ۴d+ ٣g ٨b+ ٣h− ۴e ٨c− ۴f + ٣i
٩d ٩e ٩f

−٣a− ۵d+ ١١g −٣b+ ١١h− ۵e −٣c− ۵f + ١١i

 =

٨a− ٣c −۴a+ ٩b− ۵c ٣a+ ١١c
٨d− ٣f −۴d− ۵f + ٩e ٣d+ ١١f
٨g − ٣i −۴g + ٩h− ۵i ٣g + ١١i

 = X.X٢

ͬ آید: م به دست فوق ماتریس های متناظر درایه های دادن قرار برابر }با
٩e = −۴d− ۵f + ٩e
٣d+ ١١f = ٩f ⇒

{
۴d = −۵f
٣d = −٢f ⇒ d = f = ٠

e٢ = ٩ که ͬ بینیم م کنیم بررسͬ را X٢ ماتریس اگر حال
ͬ آید: م به دست مشابه به طریق

g = −c, a+ c = i

داریم: همچنین

X٢ =

a b c
٠ ±٣ ٠
g h i

٢

=

a٢ + cg ab± ٣b+ ch ac+ ci
٠ ٩ ٠

ag + gi bg ± ٣h+ hi cg + i٢


بنابراین:

a٢ = cg = a٢ − c٢ = ٨ ⇒ A = ±٣, c = ±١

طرفͬ از
i = a+ c ⇒ i = ±۴,±٢

داریم: اما
i٢ + cg = i٢ − c٢ = −٢

ولͬ:
i٢ − c٢ = ١۵, ٣

ندارد. وجود صحیح درایه های با A ماتریس و ͬ رسیم م تناقض به پس

۶


